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� はじめに
この解説記事の表題にある �������とは，多くのメーカが採用している �進浮
動小数点演算規格で，正式名称は ��	�
���� �� ��������� ���� 	����� ���
������ �������������� ����� !��"です．通常，�������とか ����標準と呼ばれ
ていますが，����標準といった場合，������� �を含む場合もありますので，本
稿では �������という用語を使うことにします．
「浮動小数点規格は知っているよ，例えば倍精度浮動小数点数は，浮動小数点
フォーマット
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において，� ' �(� � ' ����&�� � � � �&��を満たすものでしょ」という方は，ま
ず，次の文章を読んでください #)�*%．
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いかがでしょうか+ �������は浮動小数点フォーマットだけを定めている訳で
はないのです．しかし，読者が冒頭のように答えたからといっても何ら珍しいこ
とではありません．というのも，数値計算や数値解析の本を見ると，意外に浮動
小数点に関する記述は少なく，�������をサポートしているコンピュータを使っ

�����年 �月 ��日一部修正
��������をベースに作られた ��進浮動小数点規格です．
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た場合，どのような計算結果が得られるかを規格に沿って述べているものが少な
いからです．
そこで，今回は �������を前面に出し，例を通じてそれをサポートしているコ

ンピュータ上で実行された数値計算結果を吟味していくことにします．とはいえ，
細かく規格 #),*%を見ていくと，実に実装しなければならない項目が約 �&，推奨し
ている項目が約 �& ある�ので，これらをすべて解説することはできません．そこ
で本稿では，最初に概要を述べた後，いくつかの項目にしぼって話を進めること
とします．

� �������の概要
�������とは，�����の浮動小数点ワーキンググループ #���� -��. ���%が ����

年に定めた �進浮動小数点演算規格です #),*%．ワーキンググループでは，いくつ
かのモデル�が検討されましたが，�������で採用されている規格は，����年に
/01����� 203���!�� 40	0	���!によって開発された13	という規格です．

��� �������の目的

�������の目的は，すべてのソフトウェア，すべてのハードウェア，またはす
べてのハードウェアとソフトウェアの組み合せにおいて実装できるような規格に
なるということです．これが実現すると，あるコンピュータから別のコンピュー
タにプログラムを移植した場合でも，両方のコンピュータが �������をサポート
していれば，共に全く同じ結果を得ることができるようになります．
�������が検討された背景として，���&年代までに小型計算機のための浮動小

数点方式が数多く登場したため，「規格を定めることに意義がある」と考える研究
者が増えたということが挙げられます．

��� �������の規定事項と規定外事項

主な規定事項は，

�0 基本および拡張浮動小数点フォーマット

�0 加算，減算，乗算，除算，平方根，剰余，比較操作

(0 整数と浮動小数点形式の変換

�0 異なった浮動小数点フォーマット間の変換
�文献 	
�には，������は義務，�������が推奨を表すと書いてあり，単純にこれらを数えるか，

文脈を考えて，例えば，�つの������を �つの義務ととらえるかで数が変わってきます．
��������� �� ���������� ��� ���������� ���������アメリカ電気電子技術者協会��
�主に �つの規格が検討されました �	���．
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�0 浮動小数点の基本フォーマットと �&進数との変換

,0 浮動小数点例外と非数 #���%の扱い

で，逆に規定されていない事項は

�0 �&進数と整数のフォーマット

�0 ���の符号と仮数 #�����5"��%の解釈

(0 拡張フォーマットにおける �進数と �&進数間の変換

です．
�������が検討されていたころや定められた後にも，それに対抗するかのごと

く浮動小数点規格が提案されました #)�*�)�*%．�������に対する批判もありますが，
ここでは，�������が最もすぐれた浮動小数点演算規格であるかどうかは議論せ
ず，あくまで規格として受け入れて �������とそれによる数値計算結果について
述べたいと思います．

��	 �������を採用している
��

�������を採用している3�6には次のようなものがあります．
���!� 7�,系 #�!���8 シリーズ%，3� 9�:
;�3 ��9�� ���,�，	6� 	��<3，
=������� ,�777 ��777，4� ���<�	3，��= ��>!��3 �

これらの3�6を搭載しているコンピュータであれば，�������に基づいた浮動
小数点演算が実行されることになります．ほとんどの研究室や演習室には，いわ
ゆる/���>�マシンや 	������マシンといったものがあり，それらは �!���8 シ
リーズや6����	��<3シリーズといった3�6を搭載しているので，これらのコン
ピュータで計算している人は知らず知らずのうちに �������に基づく演算を行っ
ていることになります．なお，自分の使用している計算機が �������に準拠して
いるかどうか知りたい場合は，204�8�!�氏が作成した -!�������というソフトを
使ってみるという手があります�．ただし，-!�������が出力する結果を確実に理解
するには，-!�������のドキュメントにも書かれているように �������の知識が
必要となります．また，���!�と 	��<3以外の環境では，-!�������のコンパイル
のために各種設定ファイルを自分で用意しなければなりません．

�� !としましたが，!�������，� !，"##��の共同開発です．
�������������	�
����������������	������������������������
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出力結果の意味をすべて理解するには �������の詳細な知識が必要ですが，とり
あえず計算機が �������に準拠しているかどうか知りたい場合には，上記の例の
ように，すべての項目において?�� !�����?と出力されていることを確認すればい
いでしょう．
ちなみに，本稿で使用した計算機環境をは次の通りです．すべて �������に準

拠しています．

3�6 @	 コンパイラ
6����	��<3��� 	������ �0, �"" �0�0�

��9�� ���,� 1����� =�6
A��87 �0& �"" �0��0,,

�!���8 � A��!�� A��87 �0� �"" �0�,

本稿では，これらの 3�6で計算した結果をそれぞれ 	��<3，��9��，�!���8 �
による結果と呼ぶことにします．また，�""によるコンパイルでは原則としてコン
パイラオプションは使用していません．使用したところだけ，そのことを明記す
るようにします．

� 浮動小数点演算の基礎知識
この章では，第 �章以降に登場する基本的な用語を簡単に解説します．

	�� 丸めと丸め誤差

実数を一定の有限桁で近似することを丸めといい，そのときに発生する誤差の
ことを丸め誤差といいます．丸め誤差は有限桁で実数を近似するために生じる誤
差なので，丸め誤差だけはすべてのアルゴリズムに存在します．
浮動小数点を使う限り，丸め誤差は避けては通ることはできません．相対誤差

が小さいという意味で数学の各種公式を使ってコンピュータ上で計算してよいと
いう妥当性を得ることができるのです．
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	�� 前進誤差解析と後退誤差解析

前進誤差解析 #���>�� !���� ��������%は計算結果 B�と真の解 �との差 �� � B��を
直接評価しようとするものです．なお，B�の絶対値誤差 ��� B��や相対誤差 ������

���
を

前進誤差と呼びます．
それに対し，後退誤差解析 #C�".>�� !���� ��������%では，データ誤差があるだ

けで計算誤差は発生しないものと考えます．このように，計算誤差をすべてデー
タ誤差に押しつけて，実際に得られた計算値はデータ誤差を含んだ入力データに
よる正しい計算と見なすのです．
後退誤差解析の良さは，計算された値を必要としないということです．また，ど

のように計算した値を表現するかは本質的ではありません．要は #真の入力$誤差%
という形をしていればいいのです．例えば，入力 �と出力 � の関係が � ' 	#�%と
表されているとき，出力の近似 B�を入力誤差D�を使って B� ' 	#�$D�%と表しま
す．このとき，�D��や ����

�
を後退誤差と呼びます．

入力 出力

後退誤差 前進誤差

近似値 真の値

� � & �'�(

�)*� +� & �'�)*�(

図 �E 前進誤差と後退誤差の関係

	�	 ��

8�9#8��� �� ��! ���� 9��"!%とは，浮動小数点数の最終桁のずれを見るための単位
で，浮動小数点結果の正確さを表すのに使われます．
正規化された浮動小数点数	
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の �8�9は，

��#�% ' &�&& � � �&�� �� ' ����

であり，任意の実数 � � �に対して �と �との誤差は
�� � ��

��#�%

8�9となります．

例えば，� ' �� � ' (� ���� ' ��� ���� ' (とすると，
��#�% ' ����となりま
す．このとき，正規化された浮動小数点数の分布は図 �のようになります．

��� �$ �とすることを正規化するといいます．
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図 �E � ' �� � ' (� �
�� ' ��� �
� ' �の時の正規化数

ここで，真の値を � ' ���とし，その近似値を � ' 	�#�%とすると，	�#�% '

#�
�
$ �

��
%� �� ' (なので，
��#�% ' ���� ' �

�
となります．よって，�と �との誤差

は �����
	
����

' ���
���
' &��8�9となります．
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この例から分かるように，計算結果が正しい答えに最も近くても，&0�8�9の誤
差がある可能性があります．この &0�8�9に対応する絶対値誤差は，

�&����� � � � �� � &����� � � � ���
�
� � �� '

�

�
� ����� � ��

となります．上の例では � ' �� � ' (� � ' �なので �
�
� ��� � �� ' &���が &0�8�9

に対応する絶対値誤差になっています．また，&0�8�9に対応する相対誤差 �は，
真の値は必ず ����と ��の間にあるので
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つまり，
�

�
��� � � � �

�
���

を満たします．なお，上式を

�

�
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�
8�9 � �
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と書くことがあります #)(*%．
不等式 #�%の上限を 
 ' ���

�
とすると，ある実数が最も近い浮動小数点数に丸め

られたとき，その相対誤差は 
以下になります．この 
のことを丸めの単位 #8���
��8��F%といい，これは誤差解析においてよく使われる単位です．この丸めの単
位を使うと，実数と浮動小数点数の集合�との関係を次のように表すことができ
ます #)�*%．� �
定理 � �の最小値および最大値をそれぞれ �
��� �
�とする．このとき，	� �
�が �
�� � � � �
�を満たすならば，

	�#�% ' �#� $ Æ%� �Æ� � 
 #(%

が成り立つ．
� �
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� �������フォーマットと演算
この章では �������の各種フォーマットと演算について解説します．また，数
学関数についてもここで触れることにします．

��� フォーマット

�������では，浮動小数点フォーマット #�%におけるパラメータは表 �のように
定められています．図 (において， �Cは最上位ビット # ��� �����5"��� C��%を表
し，��Cは最下位ビット #�!��� �����5"��� C��%を表します．また，�は符号ビット，
�は指数部，	は仮数部です．

表 �E ���� ���形式のパラメータ

形式
パラメータ 単精度 拡張単精度 倍精度 拡張倍精度
� .0 � /. 1/ � 20
�
� )-.4 � )-,.0 )-,.0 � )-2/40
�
�� �-.1 � �-,.- �-,.- � �-2/4-
指数長 5���6 4 � -- -- � -1
形式長 5���6 /. � 0/ 20 � 37

� � 	
� �� ��

 �C ��C  �C ��C

0 0 0ビット数

0 0 0位置

図 (E 倍精度形式

表 �のように，�������では単精度，倍精度，拡張単精度，および拡張倍精度
という �つのフォーマットを定義しています．このようにパラメータを定義して
いますが，必ずサポートしなければならないのは単精度だけで，倍精度に関して
は推奨事項もありません．これは，�������では拡張精度にもっとも重点がおか
れているためで，代わりに，基本精度 #単精度・倍精度%に対応して，拡張フォー
マット #拡張単精度・拡張倍精度%を実装することを推奨しています．
また，�������では，浮動小数点表現を一意にするために，仮数部の先頭ビッ

トを �とします．このことを浮動小数点を正規化するといいます．これは，浮動小
数点フォーマット #�%において，�� ' �とすることに対応します．正規化された浮
動小数点を表現する場合は，仮数部の先頭ビットはつねに �なので，これに対応
するビットを用意しておく必要がありません�．したがって，図 (において仮数部
が ��ビットとなっていますが，実際は �(ビット分の情報を持っていることになり
ます．

�このビットのことを隠れビット ������� %���といいます．

�



��� 基本演算

�������のすべての演算は正確に計算したものを最後に浮動小数点に丸めたも
のに一致しなくてはならないので，浮動小数点演算モデルは，�を �������形式
で表現可能な浮動小数点数とする�と，次のようになります．

浮動小数点モデル� �
任意の �� � � �に対して，

	�#�
 �% ' #�
 �%#� $ Æ%� �Æ� � 
� 
 ' $��� �� �� #�%
� �
�������では平方根も基本演算として定められているので，このモデルは平方

根に対しても成立します．
また，このモデルを使うと基本演算の後退誤差解析が可能になります．例えば，

任意の浮動小数点数 �� � �#� ' �� �� � � � � �%に対して，�� '
��

��� ��の近似値 B��を
考えます．ここで，誤差解析に必要な補題を挙げておきます．この補題は数学的
帰納法により比較的容易に証明することができます #)�*%．� �
補題 � �Æ�� � 
� �� ' ��#� ' �� �� � � � � �%� �
 � �とする．このとき，

��
���

#� $ Æ�%
�� ' � $ �� #�%

が成り立つ．ただし，���� � �


�� �

'E �� である．

� �
最初に，モデル #�%を用いて � ' �まで計算すると，

B�� ' ��#� $ Æ�% �Æ�� � 


B�� ' #B�� $ ��%#� $ Æ�% ' #��#� $ Æ�% $ ��%#� $ Æ�% �Æ�� � 


となります．ここで，最悪の誤差を見積もるためには，補題 �より Æ ' Æ� ' Æ�と
し，��を使って過大評価すればよいことが分かるので，Æ ' Æ� ' � � � ' Æ�として，
上記の計算を繰りかえすと，

B�� ' ��#� $ Æ%� $ ��#� $ Æ%��� $ � � �$ ��#� $ Æ% #,%

' ��#� $ ��% $ ��#� $ ����% $ � � �$ ��#� $ ��%

となります．従って，後退誤差解析による結果 #,%より，前進誤差評価

��� � B��� � ��
��
���

���� #�%

を得ることができます．このように後退誤差 ��#� � � � �%の上限 ��を使うと，近
似値 B��を計算することなく前進誤差 ��� � B���を見積もることができます．

	ただし，&�&' 無限大，符号付きゼロは除きます．

�



��	 三角関数，指数関数

�������では，三角関数や指数関数といった超越関数について何も規定されて
いません．これは，超越関数については，無限大の精度で計算した後，その結果を
丸めた場合と同じ精度を短時間で得るようなアルゴリズムが存在しないためです．
そのため，超越関数については各3�6メーカの言葉を信じるしかありません．
例えば，インテルのマニュアルには次のように書かれています #)��*%．

�!���8 プロセッサや ���(�以降のプロセッサでは，超越関数におけ
るワースト・ケースの誤差は，偶数の最近値へ丸める場合で �8�9未満，
その他のモードで丸める場合で �0�8�9未満になる．超越関数は，入力
オペランドに関しては，命令がサポートする領域全体を通じて単調関
数であることが保証されている．

このマニュアルを素直に読むと，入力オペランドに関して単調性があるとはいえ，
最大で �0�8�9の誤差があるので，超越関数を含んだ値を厳密に評価しようとした
場合，�!���8 シリーズの超越関数を利用するのは危険だと言えるでしょう．従っ
て，確実に超越関数の真値を包み込みたい場合，スピードは犠牲になりますが，別
に必要な関数を用意する必要があります��．

� �������の特別な数と例外
�������の例外とデフォルトの結果は表 �のようになります．また，�������

の特別な値は表 (のようになります．これらの特別な数は丸めモード指定と並ん
で �������の大きな特徴となっています．この節では，これらの数について解説
します��．

表 �E ����演算の例外とデフォルト結果
例外 例 デフォルト値
無効演算 #��G��� �9!������% &
&�

��� ���

オーバーフロー #@G!�H�>% �
アンダーフロー #6�!�H�>% 非正規化数
ゼロ除算 #;�G�! C� I!��% �
& �
不正確 #��!7�"�% 	�#�
 �% �' �
 �のとき 正確な丸め

�
ここでいう単調性が，丸めモードを切り替えた場合に必ず真の値を包み込んでくれるという意
味ならば，その存在範囲を見積もるためにメーカが用意した関数を利用してもいいのですが，この
マニュアルからだけでは判断がつかないので，メーカに問い合わす必要があるでしょう．

��これらの一部については拙著 	���にも書いてあります．

�



表 (E ���� ���の特別な値

指数 仮数 表現値
� & �
�� � - � & , �,
� & �
�� � - � �& , ,�� � .����

�
�� � � � �
� 8 -�� � .�

� & �
� ) - � & , ��
� & �
� ) - � �& , 9�9

��� 非数 �����

���#��� � �8 C!�%は &�&や
���など，数でなくなる状況のときに生成され

る特殊な数であり，それはどこかで ��G��� �9!������が起こったことを示してい
ます #表 �%．いったんある部分が ���として評価されると，それ以降の評価はす
べて���として評価されます．また，���には順序や同値関係はありません．表
�に ���を発生させる演算例を挙げておきますのでプログラムと共に参考にして
ください．

表 �E ���を発生する演算

演算 9�9を発生する原因
) �) '��(
� ,��
� ,�,	���� �

� '� 
 ,の時(

���を含んだプログラム #A��87用% ��� �
��

���のテスト
��
�
� ��	� !�	
��"#


� $�
�%��
	&
'

	��(�� �� ()
�*�������) �� ���の生成 ��
��
��%+�*,�� 
����*,	 -� +� �� 
����%�&&)
(*.��/�) �� ���による演算 ��
��
��%+(*,�� -�+� (&)
����� �)

0
� �

�&



計算結果� �
�*��� 
����*.
(*���� �
なお，このプログラム中の �����関数は，引数が ���のとき �を返す関数です．

��� 無限大 ���������

無限大 #��5����%は，オーバーフローが起きたときでも処理を続けることができ
るようにするために導入された特殊な数で，コンピュータ上では ���と表示されま
す．���の生成は数学の無限大記号と同じような扱いができるように定められ
ています．そのため，いったん ���と評価されたとしても，�� ���

�
�
' &のよう

なルールがあるので，最終的な演算結果は浮動小数点数になる場合があります．
無限大を含んだプログラム #A��87用% ��� �

��

��のテスト

��
�
� ��	� !�	
��"#


� $�
�%��
	&
'

	��(�� �� ()
�*.������) �� 無限大の生成 ��
��
��%+�*,�� 
�
��*,	 -� +� �� 
�
��%�&&)
(*.����) �� 無限大による除算 ��
��
��%+(*,�� -�+� (&)
����� �)

0
� �

計算結果� �
�*
�� 
�
��*.
(*��������
� �
なお，このプログラム中の �����関数は，引数が無限大ならば �を返す関数です．

��	 符号付きゼロ ������� �����

�������では，�種類のゼロ，つまり$&と�&を規定しています．ただし，$& '
�&と定められています．もし符号付きゼロがなかったら，右極限，左極限という
ことは考えられません．つまり，

�� 
����

�

���
' �� 

����
� ' $� �� 

����

�

���
' �

��(�����には ����関数がないようなので，()"*+上でプログラムが動かない場合は ����関
数の部分を削除してください．

��(�����には ����関数がないようなので，()"*+上でプログラムが動かない場合は ����関数
の部分を削除してください．

��



ということが成り立たなくなります．というのも，符号付きゼロがなければ，

�
�

��

'
�

&
�

�
�
��

'
�

&

となってしまうからです．符号付きゼロにはデメリットもありますが，�������
ではメリットの方が大きいと判断したようです．

符号付きゼロを含むプログラム� �
��
符号付きゼロのテスト

��
�
� ��	� !�	
��"#


� $�
�%��
	&
'

	��(�� �� (�  � 	)
�*.������) (*1.������) �� 
��の生成 ��
��
��%+�*,�� (*,�� -�+� �� (&)
 *.����) 	*.���() �� 符号付きゼロの生成 ��
��
��%+ *,�� 	*,�� -�+�  � 	&)
��
��%+���.*,��� ����*,��-�+� .��� � .���	&)

����� �)
0
� �

計算結果� �
�*
�� (*1
��
 *�������� 	*1��������
���.*
��� ����*1
��
� �

��� 非正規化数

�������では正規化された最小数より小さい数を表現するために，仮数部の最
初の桁を �とするのをやめ，そこを &としてもいいことになっています．この数の
ことを非正規化数 #!��� ���I! �8 C!�%といいます．また，非正規化数の範囲に
数が入ることを段階的アンダーフロー #���8�� 8�!�H�>，���"!�8� 8�!�H�>% と
いいます．図 �は，非正規化数の様子を表しています．

& ����� ������� ������� �������

& ����� ������� ������� �������

図 �E ゼロへの切り捨てと段階的アンダーフローの比較

正規化数のままでは，�����より小さい正の数は，&へ切り捨てられてしまいま
すが，非正規化数を導入すると有効桁数は減りますが，更に小さい数を表示する
ことができます．

��



	 丸めモード
�������では，�つの丸めモードを選択できるようになっています．この点は，

�������がそれ以前の規格と大きく違うところです．

 �� �つの丸めモード

�������で定められている丸めモードは次の通りです．以下では，� � �とし
ます．

���上向きの丸め ����	
 ����
�

�以上の浮動小数点数の中で最も小さい数に丸めます．

���下向きの丸め ����	
 
��	��
�

�以下の浮動小数点数の中で最も大きい数に丸めます．

���最近点への丸め ����	
 �� 	������

�に最も近い浮動小数点数に丸めます．もしも，このような点が �点ある場
合は，仮数部の最終ビットが偶数である浮動小数点数に丸めます．これを偶
数への丸め #��8� �� !G!�%といいます．

���切り捨て ����	
 ����
 ��

絶対値が �以下の浮動小数点の中で最も �に近いものに丸めます．

下向きの丸め 上向きの丸め
最近点への丸め 下向きの丸め

  0 切り捨て
上向きの丸め
  切り捨て

丸めモード指定の応用例としては区間演算や連立一次方程式の高速精度保証な
どが挙げられます #)�&*%．

 �� 丸めの操作方法

ここでは，以下のようなプログラムを使って，実際に丸めモードの指定により
どのように結果が異なるかを見てみます．7�,および 	��<3用は文献 )�&*のもの
を使い，��9��用はそれらと区間演算ライブラリ �<@��A#)�*%を参考に作成しま
した��．

��アーキテクチャの変更があった場合は，ここに挙げているレジスタの値を変える必要があり
ます．その場合は，各 +), のマニュアルを見るか，,&�- 系 .( の場合は，/������#������ や
�#� ���������といったヘッダファイルを追跡してください．

�(



7�,用丸めモード変更プログラム� �
�� 丸めモード変更による計算 %��� / 2
��� / �  用& ��
�
� ��	� !�	
��"#

�	��
�� ���� ��$ ����
��%+��	 � �3���	����+&
�	��
�� 4� ��$ ����
��%+��	 � �3���	4�+&
�	��
�� 5��� ��$ ����
��%+��	 � �3���	5���+&


� �3���	���� * ��.���)

� �3���	4� * ��.(��)

� �3���	5��� * ��.6��)


� $�
�%��
	&
'


� 
)
	��(�� �)

5���) �� 下向きの丸め ��
�*���)
���%
*.)
!*.������)
//& �/*.���.���)
��
��%+,�������-�+� �&)

4�) �� 上向きの丸め ��
�*���)
���%
*.)
!*.������)
//& �/*.���.���)
��
��%+,�������-�+� �&)

����� �)
0
� �

	��<3用丸めモード変更プログラム� �
�� 丸めモード変更による計算 %7893: / 7����
� / �  用& ��
�
� ��	� !�	
��"#

��
 
� �3���	���� * ����������2)
��
 
� �3���	4� * ����������2)
��
 
� �3���	5��� * ��:�������2)

�	��
�� ����%& ��$ ����
��%+�	 ,��,,���+ ; ; +�+ %�3���	����&&
�	��
�� 4�%& ��$ ����
��%+�	 ,��,,���+ ; ; +�+ %�3���	4�&&
�	��
�� 5���%& ��$ ����
��%+�	 ,��,,���+ ; ; +�+ %�3���	5���&&
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	&
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5���%&) �� 下向きの丸め ��
�*���)
���%
*.)
!*.������)
//& �/*.���.���)
��
��%+,�������-�+� �&)

4�%&) �� 上向きの丸め ��
�*���)
���%
*.)
!*.������)
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��
��%+,�������-�+� �&)

����� �)
0
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��9��用丸めモード変更プログラム� �
��
丸めモード変更による計算 %9��"� / 2
��� / �  用&

��
�
� ��	� !�	
��"#

�	��
�� 3�5�<97= ���:��������������
�	��
�� 3�5�5>?� ������������������
�	��
�� 3�5��@93 ������������������
�	��
�� 3�5�48 ���:��������������

��
	 ����%��
	&'
���
��� ���� 
� �� �����)
��$ ����
�� %+$���� � ,�+ ; +*�+ %�� �����&&)
�� ����� A* B3�5�<97=)
�� ����� C* 3�5��@93)
��$ ����
�� %+$��� � ,�+ ; ; +�+ %�� �����&&)
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	 4�%��
	&'
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�� %+$���� � ,�+ ; +*�+ %�� �����&&)
�� ����� A* B3�5�<97=)
�� ����� C* 3�5�48)
��$ ����
�� %+$��� � ,�+ ; ; +�+ %�� �����&&)
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	&'
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��� ���� 
� �� �����)
��$ ����
�� %+$���� � ,�+ ; +*�+ %�� �����&&)
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��$ ����
�� %+$��� � ,�+ ; ; +�+ %�� �����&&)

0
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//& �/*.���.���)
��
��%+,�������-�+� �&)
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これらのプログラムの実行結果はすべて以下のようになります．

丸めモード変更プログラムの実行結果� �
DDDDD�DDDDD�.��6.�E���E���

.����������������.��E�DEE��� �
この結果より，丸め方向を上向きと下向きに指定して計算を行うことにより，正
しい答え �&&&&&を包み込むことができることが分かります．

��



なお，7�,および 	��<3上では �""を使って上記のプログラムをコンパイルす
る場合，オプションは何も必要ありませんが，��9��マシンで丸めモードを切替
える場合は，� �9���8����� �!オプションを指定する必要があります．例えば，
プログラム名が ��	����"�� だとすると，� �
�  1$��1����	
��1$�	�*	 ��	����"�� 
� �
とする必要があります��．

 �	 !�"�� ��������２重丸め�

拡張フォーマットを使うと丸め操作が �回入る可能性があります��．このように
�回丸め操作が行われることを �8C�! ��8����#�重丸め%と呼びます．例えば，同
じ倍精度計算でもシステムが内部で拡張フォーマットを使用している場合，直接，
倍精度に結果を丸めた場合とは計算結果が異なる場合があります．その例を以下
で見てみましょう．

;�8C�! ��8����の影響を見るプログラム� �
�
� ��	� !�	
��"#


� $�
�%��
	&
'

	��(�� �� (�  � 	)

�*������������������)
(*.�E)

 * � / ()  /* () �� �つに分けて足すと切り上げは �回 ��
	 * � / ( / () �� 切り上げは最後に .度だけ ��

��
��%+ *,��-�+�  &)
��
��%+	*,��-�+� 	&)
��
��%+	1 *,��-�+� 	 1  &)

����� �)
0
� �
このプログラムの実行結果は次のようになります，なお，ここで，使用した �の
値は，���から ���の間であれば何でも構いません�	．

��"�#��マシンでは，コンパイル毎にオプションを指定すれば丸めモードを切り替えることがで
きます．0は下への丸め，�がゼロへの丸めです．�は動的丸めモードで，浮動小数点制御レジス
タを変更しなければ，上への丸めとなり，この例のように変更すれば，レジスタの値に応じて丸め
モードが変更されます．

��実数から拡張フォーマットで �回，拡張フォーマットから基本フォーマットで �回なので，合
計 �回です．

��モデル ���および倍精度では � $ ����であることを考えれば，実行結果がより理解しやすく
なると思います．

�,



�!���8 �の結果� �
 *��������������.��������
	*���������������D�������
	1 *1.�������
� �
�!���8 �では，なぜ，このような結果になるのでしょうか+ それは，�!���8 �で
は，まず拡張倍精度で計算をして，その後，倍精度に丸めているからです． *�/(/(
では，�/(/(が拡張倍精度で計算され，その結果を倍精度に丸めます．これによ
り，正しい答えである	*���������������D�������を得ることができます．一方，
 *�/() /*(では，まず，�/(が拡張倍精度で計算され，その値が倍精度に丸めら
れます．このときに，切り上げが起こり， *�����������������������となりま
す．次に， /(が拡張倍精度で計算され，その値が倍精度に丸められます．このと
きも，先程と同様に切り上げが起こり， *��������������.��������となります．
では，同じ計算を 	��<3でするとどうなるでしょうか+

6����	��<3���の結果� �
 *��������������.��������
	*��������������.��������
	1 *��������� �
また，��9��で計算しても 	��<3と同じ結果になります．この結果より，	��<3
と ��9��は今のところ倍精度で宣言した演算は内部でも倍精度で行われていると
考えられます．
�������を満たしているコンピュータ上で計算した結果は，どのコンピュータ

上でも一致するようにするのが，�������の目的でしたが，この例ではそれが崩
れています．このようなことが起こらないようにするためにも，�������では拡
張フォーマットを推奨していると思われます．
ちなみに，上記の計算を拡張倍精度で計算すると同じ結果になります．以下が

そのプログラムです．ただ単に，倍精度のところを拡張倍精度にしただけです��．

��マニュアルによると )�����0の拡張倍精度フォーマットは 1�ビット，()"*+の拡張倍精度
フォーマットは ��1ビットなので，拡張倍精度計算の正確さという点では，()"*+の方が有利だ
と言えます．

��



倍精度拡張による計算� �
�
� ��	� !�	
��"#


� $�
�%��
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'

���� 	��(�� �� (�  � 	) �� 拡張倍精度を使う ��

�*������������������)
(*.�E)

 * � / ()  /* () �� �つに分けて足すと切り上げは �回 ��
	 * � / ( / () �� 切り上げは最後に .度だけ ��
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��%+	*,2�-�+� 	&)
��
��%+	1 *,2�-�+� 	 1  &)
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拡張倍精度の結果 #�!���8 �� 	��<3%� �
 *���������������D�������
	*���������������D�������
	1 *��������� �
なお，��9��では拡張フォーマットには対応していないらしく倍精度と同じ結
果となります．ちなみに，3� 9�: 3 3� 9��!� J,0�を利用して上記のプログラム
をコンパイルすると，� �
���� ���� 	�
��� �� ��� ��� ������������� � ���� 	�
��� �� ����

�������

� �
と表示されます．

� コンパイラと最適化
�������では，プログラム言語からその機能を利用できるかどうかについては

何も保証されていません．したがって，�������をサポートしているコンピュー
タ上でも開発元が異なる �������� 3言語などを使った場合，計算した結果が異な
るということは珍しくありません．例えば，�������では拡張フォーマットが推
奨されていますが，使用する言語が拡張フォーマットをサポートしていなければ
利用することはできません．
また，多くのコンパイラは最適化を行うと演算順序を変更してしまいます．例

えば，#�$ �% $ � ' � $ #�$ �% ' � $ � $ �としてしまいます．これは，近似解を
高速に求める場合には有効ですが，浮動小数点独特の考えを利用したアルゴリズ
ムには有害となります．
ここでは，最適化による演算結果の違いをみるために，単純な和を求める方法

#�!"8���G! �8  �����%と高精度な和を求める埋め合わせ法 #"� 9!����! �8  ��

��



������%を考えます．ここで，埋め合わせ法��の基本的なアイディアは演算により失
われた情報を後で加えて補正するというものです．
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なお，��9��と 	��<3は同じ結果になりました．これは，��9��と 	��<3は

�8C�! ��8����の影響を受けていないためだと思われます．
この例で分かるように最適化オプションをつけると演算結果が異なります．恐ら

�	2���� �00����� ���0���と呼ぶ場合もあります �	���．
�
+�0#������ �00�����という一般的な日本語訳が調べても分からなかったので，ここでは
埋め合わせ法と呼ぶことにします．
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く演算順序を変更しているのでしょう．これは実数で成り立つ数学の規則を浮動小
数点数にも適用するというかなり無謀ともいえることをしている結果です．また，
�8C�! ��8����の影響により同じオプションをつけた場合でも計算結果は異なり
ます．従って，数値結果を他人に見せる場合には，自分がどのようなコンピュー
タ上で，どのようなコンパイラを，どのようなオプションと共に，利用したのか
を明記するべきでしょう．
なお，この例における前進誤差は，式 #�%において �� ' ����&���&������

��� ���� '
�&&&&&なので，��� � B��� � &�&&&&���&��と評価するとができます��．上記の数値
結果からは ���� B��� � &�&&&&&�(((といえるので，評価 #�%は最悪の誤差限界を表
していることが分かります．


 �������で未定義な値の計算
ここでは �������で定義されていない数をいくつか計算してみることにしましょ
う．�������では，基本的な数学関数やベキ乗の計算については定義されていな
いので，以下のような数はどのような結果になるのか，�������からだけでは分
かりません．

�������で定められていない数� �

#�%&� #�%�� #(%�� #�%���� #�%��

#,%���� #�%���#&% #�%���#�% #�%!79#% #�&%!79#�%
� �
これらを計算するために次のようなプログラムを用意しました．
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��より正確には定理 �より ��を ���� 3 Æ�として計算する必要があります．
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このプログラムの実行結果を各3�6別にまとめると次のようになります��．

問題 �!���8 � 	��<3 ��9��

#�% �0&&&&&& �0&&&&&& �0&&&&&&

#�% �0&&&&&& �0&&&&&& �0&&&&&&

#(% ��� ��� ���

#�% ��� ��� ���

#�% ��� ��� ���

#,% �0&&&&&& ��� �0&&&&&&

#�% ���� ���� ����

#�% ��� ��� ���

#�% ��� ��� ���

#�&% &0&&&&&& &0&&&&&& &0&&&&&&

�������で定義されていない数を計算しましたが，#,%を除いてすべて一致し
ました．どうしてこのような結果になるのか �������に基づいて考察してみま
しょう．
まず，�������では１度���と評価されたら，それ以降はすべて ���として

評価されるので，式に ���を含んでいる #�%は ���となるのが自然です．また，
���#�%という実数は存在しないので，#�%も ���となるのが自然です．
�������の基本的な精神は，数学における極限操作が成り立つようにするとい
うことなので，#�%#�%#�%#�&%がそれぞれ，���� ����� ���� &をとるというのも自然で
す．また，#�%が �になるのも問題はないでしょう．
次に，#(%を検討してみます．まず，

�� ' �� 
���
�
�

� ' �� 
���
#�� �%

�

�

が，極限の性質より成り立ちます．�� ��� �
�

� ' �が成り立つのはいいでしょう．
一方，�� ���#� � �%

�

� ' �
�
となります．よって，極限は存在しないことになるの

で，#(%が ���と表示されるのは，数学的には正しいことになります．
後は，#�%と #,%ですが，#�%は �にしておくと都合がいいことが多いので各3�6

でそのように値を設定していると考えられます．例えば，�#�% '
��

��� ���
�とすると

き，�#&% ' �� ' ���&�であり，#�$�%� '
��

���

�
�

�

�
������において，� ' &� � ' �

とすると，� ' &�となります．
最後に #,%についてですが，	��<3は ���が１度出たのだから ���と評価す

るべきであると考えているのでしょう．私もこれは自然だと思います．それに対
して，�!���8 と ��9��は，すべての数に対する &乗の値は �で返した方がいい
と考えているようです��．

��画面に表示された通りに書いていますので，大文字と小文字が混在しています．
��ちなみに�
も �と表示されます．
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� 最後に
本稿では，�������とそれによる基本的な計算結果について解説しました．
�������では，あいまいにしているところやそのハードウェアやソフトウェア

への実装の点で不十分なところがあり，今のところ目標は達成されていないとい
えるでしょう．そのため，�������に対する批判もあるのは事実です #)(*�)�*�)�*%．
例えば，次のようなことが挙げられます．

�0 ���&年代の末から �������は検討されてきたが，それ以前の浮動小数点シ
ステムと比べて進歩しているとは言いがたい．規格を決めることのみに力を
注ぎすぎ，浮動小数点表現にとって望ましい仕様についての研究が十分では
ない．

�0 非数 #���%の具体的なビットパターンが規定されていない．そのため，互換
性を損なう恐れがある．

(0 �種類の丸めモードを導入したのは進歩だが，ハードウェアの負担が大きい．
最近点への丸めだけで十分である．

�0 本当に符号付きゼロが必要なのか+

�0 正規化数に徹するべきである．非正規化数の導入により正規化数か非正規化
数かの判定が必要となる．

結局，���&年代までにいろいろな小型計算機用の浮動小数点方式が乱立したため，
とにかく規格を決めてしまおうと考えたことに問題があるようです．また，メー
カにとっては，その規格が優れたものであろうがなかろうが，共通の規格を採用
すれば開発コストの軽減につながるので �������は魅力的だったのでしょう．
とはいえ，現在のほとんどのコンピュータが �������を採用していることを考

えると �������を使用することを前提とした計算法を考えるのも必要なことなの
かもしれません．
割と数値計算を行っているときには，浮動小数点規格のことを見落としがちで

す．どうして，H������ !7"!9����や���が表示されるのかが分かるだけでもプロ
グラムのデバッグが楽になります．規格にも目を通さず，プログラミングに没頭
するのも大事ですが，１度は自分が使用している計算機環境や浮動小数点規格を
調べることをお勧めします．
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